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本研究使用文獻分析法，探討接受九年一貫課程學生在 2006~2018

年數學學力檢測的空間測量解題能力。同時，分析依據九年一貫課程

綱要發展的教科書之面積、體積（含容積）單元的教學問題編製情形。

研究結果發現：學生在面積與體／容積測量及測量估測表現不理想；

於解決需應用測量的概念與程序性知識以推理思考的應用解題類型問

題，學生的解題能力遜於解決概念理解及程序執行類型問題的能力。

教科書的面積與體／容積教材提供充分的圖示表徵，惟偏重測量單位

知識及程序執行的問題，應用解題性質的問題較少，而且測量估測問

題寡少。依據研究結果，針對培養學生測量知能與強化應用解題能

力，提出未來課程發展建議。
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Study of  Students’ Spatial Measurement 
Competence and Textbook Units of  Area 

and Volume Measurements

Hsin-Mei E. Huang

This study employed document analysis to investigate the mathematics ability of  
students who received the mathematics curricula based on the Guidelines for 
the Grade 1-9 Curriculum. The focus was on spatial measurements examined by 
using two large-scale assessments of  mathematics ability in elementary school 
students; the assessments were held from 2006 to 2018 in Taiwan. Moreover, 
content analysis was conducted for analyzing types of  mathematical problems 
provided in the units of  area and volume measurement of  mathematics 
textbooks. The results demonstrated that elementary school students were weak 
in the areas of  area and volume measurements and measurement estimation. 
Students’ ability to solve the type of  problems that demanded problem-solving 
competence was poorer than their ability to solve problems that required 
conceptual understanding or procedural process skills. Although the textbook 
units provided sufficient figures and representations for illustrations, they 
contained more problems demanding conceptual understanding and procedural 
process skills than problems demanding problem-solving competence. To 
develop students’ knowledge of  spatial measurement and improve their 
problem-solving competence, suggestions on spatial measurements are provided 
for future textbook development on the basis of  the results.
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壹、緒論

有視於培養新世代學生具備更高階能力的必要性，教育部於 2019

年起實施十二年國民基本教育課程綱要國民中小學暨普通型高級中等學

校─數學領域（以下簡稱十二年國教課綱），依據十二年國教課綱發

展的課程也使用於國小一年級學生（十二年國民基本教育課程綱要總綱

生效令，2017）。時值新、舊課綱與課程交替階段，檢視學生學得了什

麼，是改革歷程中檢視課程施行成效的要務。

在國小數學課程施行成效檢核方面，除了分析國際評量結果報告以

外，國家教育研究院（以下簡稱國教院）及臺北市政府教育局（以下簡

稱北教局）為了解接受國民中小學九年一貫（以下簡稱九貫）課程的學

生達成基本能力指標的情形，乃以九貫課綱為架構分別發展試題，施行

數學能力檢測。北教局自 2006 年起，每年對臺北市高年級學生施行數

學基本學力檢測（北教局，2007）﹔國教院自 2010 年起協助縣市辦理學

生的數學學習能力檢測（國教院，2012）。上述檢測發展過程嚴謹，試

題具有信度與效度，而且受測學生數皆上達萬人，其評量結果報告學生

解決數學問題的能力，幫助教學者了解學生的學習趨勢與瓶頸，其資料

庫也供研究者檢視九貫課程實施近 20 年的成效。

測量知識具有生活實用功能且與數學其他主題的概念緊密連結（例

如：數與計算及幾何）（Venenciano & Dougherty, 2014），尤其長度、

面積、體積、容量及角度具有幾何圖形與空間性質，常需藉比較、使用

工具測量與計算或執行估測，上述技能與量的推理尤為數學與科學課程

的重要內容（Clements et a l . , 2017）。所謂測量知識的理解，包含理解

測量的概念性與程序性知識，並能應用上述知識以推理思考（Batt ista , 

2007; Smith III et al., 2013），前者指認識測量性質、單位知識、測量的

原理原則；後者指測量的實作程序、使用工具、丈量與運算。此外，能

綜合應用上述兩類知識、理解圖示表徵、運用空間思考以推理解題，為

解決高認知層次問題所需的思考（Battista, 2007; Venenciano & Dougherty, 
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2014）。上述知識性質與認知思考類型的分類，和臺北市、國教院數學

能力測驗的空間測量命題內容─概念性了解（概念理解）、程序性知

識（程序執行）及應用解題（解題思考）能力檢測（北教局，2007，

2017，2018；國教院，2012，2017a，2017b），相互呼應。

國際數學和科學教育成就趨勢調查（Trends in International Mathematics 

and Science Study, TIMSS）報告顯示，我國國小學生在幾何和測量領域的

成就遜於其他領域。依據 2011 年 TIMSS 數學評量報告（林陳涌等人，

2017）：相較於數及資料呈現領域，我國四年級學生於幾何和測量領域

表現相對低落，而且此種低落的現象從 TIMSS 2003、TIMSS 2007 持續

到 TIMSS 2011；相較於 TIMSS 2011 的表現，四年級學生於 TIMSS 

2015 雖表現進步，但猶遜於數領域的表現（張俊彥等人，2018）。由於

TIMSS 數學評量與數學課程內容密切關聯，其評量結果也反映數學課

程與教學成效（Wu, 2009）。有視於國小學生於國際評量的幾何與測量

主題，多年表現不甚理想，此現象是否也呈現於國內數測的空間測量解

題表現？哪些測量類項對學生的解題具有挑戰性？值得進一步探討。

教科書是教師教學的主要依據、學生學習的重要資源（Clements, 

2002）。根據 TIMSS 2003 調查國小教師使用教科書的情形（張秋男等

人，2005）及 Askew 等人（2010）的分析顯示：臺灣的國小教師相當

依賴教科書教學，90% 以上的教師將數學教科書作為基本參考教材。影

響學生數學成就的因素多元（Tarr et a l . , 2008），數學教科書的內容編

製非直接影響學生的數學成就，但是教科書的內容與問題類型（例如：

概念理解、程序性知識及應用解題），卻為影響學生解決不同認知層次

問題能力不可忽視的因素（Hadar, 2017）。

Lehrer（2003）指出相較於長度測量，面積與體積（含容積）測量

較複雜，問題解決的難度也較高。教科書的面積與體／容積的教學問題

類型提供情形如何？配合教學問題而提供的圖示表徵數量如何等，有待

分析。時值十二年國教課綱課程發展的重要階段，探討接受九貫課程學

生在 2006~2018 年國內數學檢測的空間測量解題表現，有助了解此課

程施行成效，同時，分析依九貫課綱發展的教科書之面積與體／容積單
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元，藉學生數學成就與教科書編製的實況分析，裨益新課程設計與教學

工作者參考，掌握調整與再強化的方向。

貳、文獻架構

一、空間測量的知識

長度、面積、體積、容量與角度皆為空間測量，但各有其屬性。因

此，形成（例如：將兩點連成線段、使用線段圍出封閉的圖形等）、記

憶保留及藉空間視覺（spatia l visual izat ion）與心理意象操作物件（例

如，想像物件平移、翻轉、旋轉等變換的動態過程與樣式）等空間思考，

為解決測量問題的重要認知運作（Hawes et a l . , 2017）。藉助操作實物

的經驗、心理翻轉與旋轉的運作，以理解平面與立體圖形特徵、辨識二

維與三維的圖示表徵及其關係，尤為成功解決較複雜的面／體積測量問

題的必要能力（Battista, 2007; Lehrer, 2003）。

依據數學課程綱要（十二年國教課綱，2018；國民中小學九年一貫

課程綱要─數學學習領域（三版）【2008 年課綱】，2010）及相關研

究（Lehrer, 2003; Smith III et al., 2013），學習空間測量需掌握的概念結

構，簡述如下。（一）直線段指連接兩點的幾何圖形，長度測量即使用

某線段為單位，測量兩點之間的直線段距離。有關長度概念與程序性知

識，包含：運用單位概念認識尺的刻度意義，報讀線段在尺規上的起點

與終點之間的距離等基本技能。此外，周長指圖形外圍邊界的總長度，

其執行程序為測量圖形的邊界長度並運算總和。（二）面積指封閉圖形

內部平面區域的大小，面積測量為使用平面單位測量一個封閉圖形的大

小。（三）體積包含內體積與外體積。丈量固體物件外部所占空間的大

小為外體積的測量。（四）容量指測量固體容器內部空間的大小。測量

液體（例如：水）體積為常見的容量測量活動，其概念與體積測量密切

相關（Huang & Wu, 2019）。（五）角概念包含圖形角與旋轉角（周筱亭、

黃敏晃，2003；Mitchelmore & White, 2000）。前者乃將角視為一種圖
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形表徵，指兩線段相交但止於一點（頂點）的圖形；後者隱含移動與旋

轉，指一射線繞著一個固定端點旋轉，旋轉的程度為該射線的起始與終

止位置之間的關係，而且描述轉動的起始方向。將尺的長度概念作類比

應用，認識量角器的結構，測量與報讀角的張開或旋轉程度，為角度測

量的程序性知識。

另一與測量能力高度相關的技能為測量估測，其指在無使用工具的

情況下，使用心理單位測量待測物而得一個約估的量。估測者需藉知覺

觀察待測物，回憶先前的測量經驗並找出測量基準點，利用心理單位對

待測物進行心理截割或推論，繼而計算所截割的數量並描述估計結果

（Joram et al., 1998）。因此，測量估測為一種統合知覺、記憶、心理意

象、推論與運算等多項認知運作的活動，需藉由課程與教學（例如：實

測操作經驗）而養成的一種心理估計與推理的數學能力（黃幸美，

2016）。

因此，空間測量的核心知識包含：認識待測量的屬性，選用具有同

一屬性的單位（Venenciano & Dougherty, 2014）並將單位重複覆蓋在待

測物上（或填入、比較），此過程猶如使用單位將待測物分割為數個部

分，藉助保留概念與推理運思以比較待測量與測量單位的關係，繼而使

用運算程序計算所測得的量，使用語言表達測量結果（周筱亭、黃敏

晃，2003）。上述的單位覆蓋、使用工具測量、計數單位數量，屬於測

量的程序性知識；而了解測量屬性、待測物猶如一個完整的量（連續

量），其內部被相同大小的基準單位所切割／組合，此單位化概念結合

二維（與三維）空間脈絡的理解，屬於概念理解，亦為理解面積（Huang, 

2015; Huang & Witz, 2011）與體積（Huang & Wu, 2019）測量公式的基

礎。此外，能理解上述測量的概念、單位轉換及程序性知識，察覺幾何

形／體的邊長、周長及其與面積（體積）之間的關係；推理思考形體物

件因邊長改變而產生面積與體／容積量變易的情形；能運用心理單位做

合理估測等，為應用與推理解題的高階層認知思考。
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二、課綱的空間測量能力

（一）數學能力與素養的定義

九貫課程於 2001 年起施行，此課程強調協助學童發展數學智能及

「帶著走」的能力（2008 年課綱，2010，頁 20）。此外，強調以學生為

本位，養成精熟演算、抽象思考、推論與溝通能力，學習應用問題的解

題方法，並培養欣賞數學的態度與能力，尤其將演算、抽象及推論三種

貫串的能力與數學知識的概念理解結合，成為此課綱的能力主軸（2008

年課綱，2010）。由此可見，知識認知、程序執行與應用推理解決問題

能力養成，為九貫課程目標的要素，也是國內數測的能力向度。

近年來國際組織（例如：學生能力評量計畫，Programme for 

International Student Assessment, PISA）益發重視培養學生的數學素

養，即能應用重要知識與技術的能力，使用有效的分析、推理與溝通，

做計畫與解決多元情境問題（洪碧霞、張文宜，2015）。受素養導向的

教育思潮啟發，十二年國教課綱（2018）以核心素養為課程發展主軸，

重視發展學生的數學思考技能與正向態度。同時，理解表徵、資訊、表

達溝通與合作解決問題尤需貫串整體的數學學習，使認知（求知、應用

及推理）與賞識數學的情意態度，充分地展現於生活應用。上述的素養

涵育歷程尤為培養學生空間測量知能與解決問題能力的重要基礎。

林永豐（2018）與洪詠善（2018）認為九貫課綱以能力培養為導向；

十二年國教課綱的目標強調涵育核心素養，兩套課綱對於能力概念脈絡

是相近的。十二年國教課綱承續九貫課綱的能力概念脈絡，更強調跨領

域、脈絡地應用實踐，展現於知識、技能、態度、價值與素養。換句話

說，除了培養數學知識認知與問題解決能力以外，從做數學、應用解題

中察覺數學規律，體認數學的實用價值，涵養欣賞情意與活用數學的能

力（十二年國教課綱，2018）。因此，素養內涵較能力廣泛。

（二）空間測量在課綱的能力指標與學習表現內涵

針對空間測量主題，九貫課綱羅列各主題的能力指標（2008 年課

綱，2010）；十二年國教課綱（2018）陳述的學習表現，各類測量所包
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表 1　 九貫課綱及十二年國教課綱之空間測量能力指標與學習表現
條目對照

九貫課綱之主題能力指標 十二年國教課綱之學習表現

I. 長度
N-1-08 能做長度的實測，認識「公

分」、「公尺」，並能做長度之比

較與計算。

N-1-09 能做長度的簡單估測。

N-2-14 能由長度測量的經驗，透過刻

度尺的方式來認識數線，並標

記整數。

N-2-17 能做長度的實測，認識長度常

用單位，並能做長度之比較與

計算。

N-2-25 能用複名數的方法處理相關的

計算問題（不含除法）。

N-3-16 能認識導出單位並做簡單的應

用。

I. 長度
n-I-7 理解長度及其常用單位，並做

實測、估測與計算。

n-II-9 理解長度、角度、面積、容量、

重量的常用單位與換算，培養

量感與估測能力，並能做計算

和應用解題。認識體積。

n-III-11 認識量的常用單位及其換算，

並處理相關的應用問題。

II. 面積
n-II-9 理解長度、角度、面積、容量、

重量的常用單位與換算，培養

量感與估測能力，並能做計算

和應用解題。認識體積。

（續）

含的概念與程序性知識內容，兩套課綱存有相似與差異之處。茲將兩套

課綱在空間測量的能力指標與學習表現條目對照，呈如表 1 所示。

從表 1 可見，空間測量在九貫課綱跨屬數與量、幾何與代數（使用

符號表示公式）主題；在十二年國教課綱則跨屬數與量、空間與形狀及

關係，除了以符號表述公式以外，並強調理解、觀察數量關係以推理解

題。細究各學習階段的分年細目詮釋與教學實施要點（學習內容條目）

及說明，兩套課綱皆重視認識各類測量性質、單位與測量工具的使用、

實測操作、比較與計算能力，能理解各類測量公式與不同測量的關係

（例如：形體物件的周長與面積、體積的關係；體積、容量與容積的關

係等），進而應用解題。

在測量估測方面，九貫課綱提出能做長度的簡單估測（N-1-09），

但是對於其他測量的估測則僅概括式地陳述─能做量的簡單估測

（N-2-26），未明述培養量感與估測。相較於九貫課綱所強調的測量能

力，十二年國教課綱益發強調應用解題能力及培養各類測量的量感與估

測能力。
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九貫課綱之主題能力指標 十二年國教課綱之學習表現

N-3-18 能由生活中常用的數量關係，

運用於理解問題，並解決問題。

（A-3-02）

II. 面積
N-2-21 能認識面積常用單位，並能作

面積之比較與計算。

N-2-22 能理解正方形和長方形的面積

與周長公式。（S-2-08）
N-3-22 能運用切割重組，理解三角形、

平行四邊形與梯形的面積公

式。（S-3-06）
N-3-23 能理解圓面積與周長的公式，

並計算簡單扇形面積。（S-3-07）
N-3-25 能計算正方體或長方體的表面

積。（S-3-11）

III. 體積
N-2-23 能認識體積，並認識體積單位

「立方公分」。

N-2-26 能做量的簡單估測。

N-3-20 能理解正方體和長方體的體積

公式。（S-3-05）
N-3-21 能理解容量、容積和體積間的

關係。

N-3-24 能理解簡單直立柱體的體積為

底面積與高的乘積。（S-3-10）

IV. 容量
N-1-10 能認識容量、重量、面積（不

含常用單位）。

N-2-18 能做容量的實測，認識容量常

用單位，並能做容量之比較與

計算。

N-3-19 能認識量的常用單位及其換算，

並用複名數處理相關的計算問

題。

s-III-1 理解三角形、平行四邊形與梯

形的面積計算。

s-III-2 認識圓周率的意義，理解圓面

積、圓周長、扇形面積與弧長

之計算方式。

s-III-4 理解角柱（含正方體、長方體）

與圓柱的體積與表面積的計算

方式。

III. 體積
n-II-9 理解長度、角度、面積、容量、

重量的常用單位與換算，培養

量感與估測能力，並能做計算

和應用解題。認識體積。

n-III-12 理解容量、容積和體積之間的

關係，並做應用。

s-III-3 從操作活動，理解空間中面與

面的關係與簡單立體形體的性

質。

s-III-4 理解角柱（含正方體、長方體）

與圓柱的體積與表面積的計算

方式。

IV. 容量
n-I-8 認識容量、重量、面積。

n-II-9 理解長度、角度、面積、容量、

重量的常用單位與換算，培養

量感與估測能力，並能做計算

和應用解題。認識體積。

n-III-12 理解容量、容積和體積之間的

關係，並做應用。

V. 角度
n-II-9 理解長度、角度、面積、容量、

重量的常用單位與換算，培養

量感與估測能力，並能做計算

和應用解題。

（續）

表 1　 九貫課綱及十二年國教課綱之空間測量能力指標與學習表現
條目對照（續）
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九貫課綱之主題能力指標 十二年國教課綱之學習表現

N-3-21 能理解容量、容積和體積間的

關係。

V. 角度
N-2-20 能使用量角器進行角度之實測，

認識度的單位，並能做角度之

比較與計算。

S-2-04 能透過平面圖形的組成要素，

認識基本平面圖形。

VI. 幾何
S-1-01 能由物體的外觀，辨認、描述

與分類製簡單幾何形體。

S-1-02 能描繪或仿製簡單幾何形體。

S-1-03 能認識周遭物體中的角、直線

和平面。

S-1-04 能認識生活周遭中平行與垂直

的現象。

S-2-01 能認識平面圖形的內部、外部

及其周界與周長。

S-2-02 能透過操作，將簡單圖形切割

重組成另一簡單圖形。

S-2-03 能理解垂直與平行的意義。

S-2-04 能透過平面圖形的組成要素，

認識基本平面圖形。

S-2-07 能理解旋轉角的意義。

S-3-02 能透過操作、認識「三角形三

內角和 180 度」與「兩邊和大

於第三邊」的性質。

VII. 代數
A-3-06 能用符號表示簡單的常用公式。

s-II-4 在活動中，認識幾何概念的應

用，如旋轉角、展開圖與空間

形體。

VI. 幾何
s-I-1 從操作活動，初步認識物體與

常見幾何形體的幾何特徵。

s-II-1 理解正方形和長方形的面積與

周長公式與應用。

s-II-3 透過平面圖形的構成要素，認

識常見三角形、常見四邊形與

圓。

s-III-5 以簡單推理，理解幾何形體的

性質。

s-II-7 認識平面圖形縮放的意義與應

用。

VII. 關係
r-I-1 學習數學語言中的運算符號、

關係符號、算式約定。

r-II-2 認識一維及二維之數量模式，

並能說明與簡單推理。

r-II-5 理解以文字表示之數學公式。

r-III-3 觀察情境或模式中的數量關係，

並用文字或符號正確表述，協

助推理與解題。

表 1　 九貫課綱及十二年國教課綱之空間測量能力指標與學習表現
條目對照（續）
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三、依九貫課綱發展的教科書空間測量教材分析

教科書導引學生認識文化中有價值的知識、程序與推理思考方法，

也是教師實施課程的重要藍圖（Clements, 2002）。因此，教科書在空間

測量教材的編製，包含：所提供的問題類型（例如：開放與封閉型問題）

（Yang et al., 2017）、解題所需投入的認知思考層次（例如：概念理解、

程序性知識與應用解題思考）（Smith III et al., 2013），將影響學生學習

機會與學習成就（Hadar, 2017）。

Sisman 與 Aksu（2016）認為若學生使用的教科書其提供的概念理

解與程序性知識問題不平衡，只偏重低認知層次的操作與數字計算等程

序性知識問題，則可能導致高年級學生對測量公式理解不足或混淆周

長、面積與體積測量概念與公式。Hadar（2017）分析八年級生的數學

成就與解決數學教科書教學問題所需的理解層次，發現：學生使用提供

較多高層次概念理解問題的教科書，其數學成就優於使用較少高層次概

念理解問題教科書的學生。

此外，Battista（2007）指出幾何概念輔助學生學習空間測量，尤其

認知圖形的概念與三維的空間思考，尤能輔助學生推理測量公式，包

含：周長與面積、體積的關係；面／體積測量公式的概念結構。而且，

提供適當的靜／動態圖示表徵，亦有助學生理解平面與立體空間測量概

念，以及測量公式的意義（Huang & Wu, 2019）。

學者們分析依九貫課綱發展的教科書之空間測量教材（徐偉民，

2013；徐偉民、林美如，2009；徐偉民、董修齊，2012）指出：教科書

內容反映以學習者為中心的理念；在概念內容的編排，乃依循課綱之目

標設計，於低、中年級學習感官知覺的比較、直接比較、間接比較（使

用個別單位複製某量與測量），進而使用普遍單位測量。在測量的程序

性知識方面，使用各類刻度工具測量、運算與比較等技能，顯見提供真

實或模擬情境引入；測量公式與計算之應用解題則於中、高年級的課程

導入。上述的教材編製特質，對我國學生在多年來的國際性數學評量

（例如：TIMSS 2007、2011、2015 等）優於多數參與國的學生，貢獻
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值得肯定。惟 Clements（2002）評論教科書出版業者關注其教材符合課

程綱要與架構，但是教科書內容是否參混傳統「說教式的說明＋練習」

的呈現（p. 602），導致教材提供導向概念理解與高階思考發展的深化

探索活動不足，猶值得課程研究者檢視、探討。例如，單元內容以文字

描述、圖示問題，同時也羅列解題公式與算式填充，學生僅需將問題所

陳述的數字填入空格，即可完成解題，無需探索思考。

有關測量教材是否平衡地提供概念理解與程序性知識問題，

Ruwisch 與 Huang（2018）分析臺灣 3 大教科書出版業者發行之一∼四

年級數學教科書的長度單元（無周長），分類各版本的教學問題及其所

強調的長度測量知識類型，結果發現：各版本教科書所提供的程序性知

識問題數量（例如：使用工具實測長度與比較、複製長度單位的操作

等），皆多於概念理解問題數量（例如：判斷長度測量結果的正確性、

說明理由及單位的大小與覆蓋的數量關係）；兩類問題的數量差異，有

的版本提供程序性問題數量為概念問題數量的兩倍。此研究結果顯示：

長度測量教材偏重程序性知識。

在面積與體積測量教材方面，徐偉民（2013）探討數學教科書的問

題類型之國際比較，分析樣本包含數與計算、周長與面積及列式與等式

等 3 單元，研究結果顯示：臺灣依九貫課綱發展的教科書內容偏重記憶

與精確使用程序答題的低認知層次問題，亦即強調基本概念、事實與運

算程序的熟練。Huang（2017）、Huang 與 Witz（2011）及 Huang 與

Wu（2019）指出教科書的面／體積單元常將幾何形體概念與測量分離

設計為個別單元，而且重視測量操作、公式介紹及套用公式計算解題，

例如，教學問題呈現附有格子的長／正方形圖示，並以對話框陳述格子

圖的行、列數量及將兩數字相乘的算式紀錄，說明長 × 寬＝長方形面

積。上述舉隅呈顯直接教學模式，卻淡化公式蘊含的意義探索（長／正

方形／體公式的行列矩陣結構）。    

綜合上述，本研究探討兩方面的問題：（一）針對空間測量主題，

學生在北市及國教院數學檢測的解題表現情形分別為何？（二）教科書

面積與體積單元的教學問題類型與圖示表徵的數量比例為何？
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參、研究方法

本研究使用文獻分析法及臺北市國民小學基本學力檢測網所公告

2007~2018 年的臺北市國民小學基本學力檢測計畫成果報告書（以下簡

稱北市數測）（北教局，2007，2008，2009，2010，2011，2012，2013，

2014，2015，2016，2017，2018，2019），以及國教院建置的學力檢測

公布系統公告的 2010 年及 2012~2017 年學力檢測相關報告及說明（以

下簡稱國教數測）（國教院，2010，2012，2013，2014，2015，2016a，

2016b，2016c，2017a，2017b），分析接受九貫課程學生的空間測量能力。

在教材分析方面，取用國內 3 大教科書出版業者依據九貫課綱發展的

四、五年級數學教科書之面積與體／容積單元，分析教學問題類型與圖

示表徵數量及比例。

一、學生的空間測量能力分析

國內的兩項數測具有以課程為本的評量性質。以下簡述數測報告、

學生解題能力的定義、資料分類及題數統計原則。

（一）資料來源

依據北市數測報告（北教局，2007，2009，2010），此項檢測以選

擇題為主；自 2007 年起，增加建構反應題。在施測年級方面，

2006~2012 年以六年級生為主，於 2013~2018 年則以五年級生為對象。

在學生數學能力分析上，2006~2009 年使用通過機率，估算每位學生答

對每一題的機率；2010 年起，使用答對率，計算全體學生在每題的通

過百分比。

北市數測於 2006~2012 年的試題，其解題所需的知識（能力）分類，

乃參考美國全國教育進步測驗（National Assessment of  Educational 

Progress, NAEP）的分類，將數學能力分為程序性知識、概念性了解與

應用解題。程序性知識指各種計算算則與選用正確的程序解題；概念性

了解指認識事實性知識與定義，能使用符號表示概念與解釋關係；應用解
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題指使用習得的知識與策略，推理與判斷答案的合理性（北教局，2007，

2017）。於 2013~2018 年的檢測乃使用國際評量 TIMSS 的數學認知向度

─知識、應用與推理，取代先前的能力分類。知識向度指對數學基本

事實知識的認識與熟悉，能回憶事實、計算、測量、分類或排序；應用

向度指將理解的概念有效地應用、正確選擇方法解決問題；推理則指有

系統地邏輯推論能力（林陳涌等人，2017）。

國教數測於 2010~2017 年的試題皆為選擇題（國教院，2017b），

將解題所需的認知歷程，分類為概念理解、程序執行與解題思考，類似

於美國 NAEP 評量分類；其中解題思考問題為綜合應用測量的概念與

程序性知識解決問題（國教院，2012，2017b）。此檢測的施測對象跨

二∼五年級生，於 2010 與 2012 年施測四年級生；2013~2015 年施測五

年級生；2016、2017 年施測對象包含二、三與五年級生。

（二）學生解題表現理想與低落的界定

依據九貫課程暫行綱要於第一學習階段（國民中小學九年一貫課程

暫行綱要【暫綱】，2000）的課程施行成效訴求為「80% 學生能夠學會」

（頁 143），即冀望此套課程提供 80% 以上的學生對每個階段的學習內

容，都具有學習能力。基於上述課程施行成效訴求，而且數測的整體試

題多屬中等難度或中等偏易（北教局，2007），例如，2010~2018 北市

數測的整體平均答對率皆達 70%，2010~2017 國教數測的整體答對率為

55%~75%（平均答對率 65%），因此，本研究將解題能力是否良好之區

分基準，設定在解題通過機率或答對率 60%，未達 60% 之題項，定義

為解題表現不理想；通過機率或答對率介於 60%~80%、80% 以上者，

分別定義為表現普通與良好。

（三）資料處理、分類與次數統計原則

在整理學生的解題表現上，彙整資料的程序與原則，說明如下。1.資

料整理程序：作者先瀏覽各年度報告之評量架構（試題對應知識向度、

能力指標、認知歷程、評量結果數據），繼而聚焦於數與量（量與實
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測）、幾何與代數主題的試題，逐題依各測量屬性定義區分類項，並註

記通過率低於 60% 之題項。2.區分類項：依據題幹陳述及解題標的區分

評量類項。當題幹陳述以某類測量為脈絡，但解題標的為轉換測量單位

與計算，非執行該測量解題，則歸類為單位轉換計算。例如，北市數測

2013 年報告的容量估測試題（原命名），但細究其問題解題需求，乃屬

於容量單位的計算，故非列入測量估測類項。3.能力指標：兩類檢測所

依據的課綱包含 3 種版本（暫綱，2000；國民中小學九年一貫課程綱要

─數學學習領域（二版）【2003 年課綱】，2003；2008 年課綱，

2010），於資料整理時，多數以成果報告所呈之指標為依據，但當發現

少數有缺漏或錯誤，作者再分析試題性質與陳述，斟酌補充與修正。例

如，修正國教數測 2010 年題本 I 的試題 Q23 及題本 II 的試題 Q20 之分

年細目；補充 2013 年試題 Q4 與 Q25 的分年細目，修正 2017 年的分年

細目碼。最後，將資料彙整製表。

在各評量類項試題與通過率低於 60% 的題數及平均通過率統計上，

國教數測的資料分析，乃依各類項之試題題數及通過率低於 60% 的題

數，分別加總題數並計算平均通過率。在北市數測資料統計方面，由於

此數測成果報告，並非每年度報告皆提供逐一試題所屬的知識分類、能

力指標內容對照表與解題通過機率（或通過率）之完整訊息，例如，

2008 年與 2009 年的報告缺漏上述資料，故以報告內文所陳述的通過率

呈現。受限於訊息缺漏，於進階彙整北市數測各評量類項資料表時，則

無呈現題數數據。

二、教材的教學問題類型分析

本研究選用康軒版（楊瑞智，2014，2015a，2015b，2015c）、翰林

版（江世真等人，2015；許瑛珍，2012，2013a，2013b）及南一版（李

源順，2016a，2016b；黃金鐘，2014）發行的四、五年級教科書之面積、

體／容積測量各 5 個單元，共 15 個單元為材料（參附錄 1）。單元內容

的分析以教學問題為主（含自我挑戰或做做看等問題）。有視於圖形周
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長概念與面積測量關係密切，而且學生常發生將兩概念混淆的問題（林

碧珍、蔡文煥，2003），因此，四年級教科書面積單元所包含的周長教

材，也納入分析。

在問題類型分類上，乃參考國內數測對於解題所需的認知層次之分

類和 Smith III 等人（2013）所提的長度測量知識分類定義為架構，針

對單元的教學問題與解題所需的知識性質，區分為概念理解（以下簡稱

概念）、程序性知識（以下簡稱程序性）與應用解題（以下簡稱應用）

問題等 3 類，進行分類、編碼、確認教學問題是否附圖示表徵及計數數

量。茲將 3 類題型舉隅呈如表 2 所示。由表 2 可見，概念問題包含認識

測量性質與語詞、單位與轉換原則；程序性問題包含測量操作與運算結

表 2　面積和體積單元教學問題類型、圖示表徵與舉隅

問題類型 問題舉隅

概念

1. 蘋果切開後，總體積有沒有改變？為什麼？（楊瑞智，2014，頁

57）
2. 1 立方公分相當於多少水量的體積？（江世真等人，2015，頁 45）

程序性

1. 要怎麼畫出平行四邊形的高？（圖略）量量看，同一個底上的高

都一樣長嗎？（李源順，2016b，頁 86）
2. 算算看，右圖鋪色部分的面積是多少平方公分？（圖略）（楊瑞

智，2015a，頁 90）
3. 用尺量出這張長方形卡片的邊長，再算算看，周長是幾公分？（圖

略）（許瑛珍，2012，頁 67）

應用

1. 詩華的媽媽利用郵購型錄買東西，他想要買個比較大的收納箱。

（圖略）

 算算看，下面哪一個收納箱的體積比較大？（楊瑞智，2015b，頁

23）
2. 右邊形體的體積是幾立方公分？（圖略）還有沒有其他的作法？

（黃金鐘，2014，頁 43）

圖示表徵

表徵待測形體的實物相片、圖形或立體圖。（不含人形插畫及文字

方框） 
例如：下方的積木圖。

「數數看，下面的形體是多少立方公分？」
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果；應用問題包含綜合應用上述兩類知識及推理判斷，例如，測量複合

形、體的面（體）積。

三、資料分類的信度

為求資料分類與分析的正確與客觀性，在學生解題表現的分類信度

上，作者依資料處理程序，整理兩類數測的空間測量各試題所屬的主

題、題型、能力指標、通過機率（答對率）、學生解題表現摘述與試題

舉隅，彙整成表，並經兩位研究助理依據數測報告核對彙整表。繼而，

由兩位研究生分別分類數測報告資料，再與作者的分類結果做交叉比對

資料分類的一致性。在教科書單元教學問題與圖示表徵的分類信度上，

作者與一位研究生獨立分類 3 個版本各 4 個單元，分析分類者一致性、

建立信度後，由作者完成後續單元的分析。

在學生解題表現的分類信度上，分類者一致性為 95%。在教科書教

學問題與圖示表徵的分類者一致性方面，使用 Kappa 分析結果為 0.87，

p < 0.01。

肆、研究結果

一、北市數測分析結果

經彙整北市數測 2006~2009 年六年級生的解題通過機率、2010~2012

年六年級生的答對率，以及 2013~2018 年五年級生的答對率資料，研

究結果發現：（一）在旋轉角與角度測量及三角形內角和為 180 度、計

算長／正方形周長、簡單的面積與體積計算、長度單位的轉換與計算等

類項上，六年級生解題通過機率（答對率）皆達 60%，而且在 2006 年

與 2007 年的旋轉角與角大小比較的解題通過機率更達 80%~92%。（二）

分析 2006、2007 年六年級生解題通過機率低於 60% 的類項及其對應的

能力指標（2003 年課綱），包含：「單位轉換與計算」（N-2-16）、「體

積測量」（N-2-18）及「面積測量」（S-2-08），尤其體積測量解題表現
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低落的現象，持續見之於 2008、2009 年。整體而言，六年級生善於使

用程序性知識解題，此技能優於解決概念題型能力（例如：繪圖說明面

積公式）；學生於統合上述兩種知識以應用解題，表現最低落。

進一步分類北市數測的測量類項試題，可區分為 7 類項─「周長

與邊長及其與面、體積的關係」、「面積測量」、「體積的意義與測量及

容積計算」、「體積與容量的關係」、「旋轉角的意義、角度測量與比較」

與「單位轉換與計算」，以及「測量估測」。茲將六年級生於 2008~2012

年及五年級生於 2013~2018 年檢測答對率低於 60% 的類項及其能力指標，

呈如表 3 所示。

從表 3 可見：於 2008~2012 年檢測的類項及其能力指標（2003 年

課綱），六年級學生在下列 3 類項的解題表現呈多年（3 個年度）低落

現象：「體積的意義與測量及容積計算」（N-2-17）、「體積與容量的關

係」（N-2-18）及「單位轉換與計算」（N-2-15, N-2-16）。此外，六年

級生在「周長與邊長及其與面、體積的關係」（N-2-17, N-2-18，例如，

長／正方體邊長總和與體積的關係）及「面積測量」（N-2-17, N-2-19），

表現亦呈低落現象。六年級生解題通過率未達 60% 的問題所包含的能

力指標多為 N-2-15~N-2-18。

同時，表 3 也顯示：五年級學生在使用量角器測量角度及角度計算

等題項，通過率多數可達 70% 以上，而且在比較面積與體積大小等題

項，解題通過率多數可達 60% 以上。相對地，五年級生表現不理想的

類項及其能力指標（2008 年課綱）包含：「周長與邊長及其與面、體積

的關係」（N-2-22, S-2-01）、「面積測量」（N-2-22）、「旋轉角的意義、

角度測量與比較」（S-2-07）、「單位轉換與計算」（N-2-25），其通過率

呈現多年未達 60%。此外，在「體積的意義與測量及容積計算」（N-2-

23，2016 年的檢測）及「測量估測」（N-1-09, N-2-26）上，五年級生

的通過率也未達 60%。

比較北市五、六年級學生解題表現低落的類項，兩個年級多所相

似。尤其，測量估測僅於 2010 年、2014 年及 2015 年檢測，五、六年

級生的通過率為 37%~52%。上述結果寓含學生的學習瓶頸訊息─五
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表 3　 2008~2018年臺北市學生答對率低於 60%的類項、答對率及對
應之能力指標

年度 年級

周長與邊長

及其與面、

體積的關係

面積測量

體積的意義

與測量及容

積計算

體積與容量

的關係

旋轉角的意

義、角度測

量與比較

單位轉換

與計算
測量估測

2008 六 - - 27% 
(N-2-17) - - - -

2009 六

50% 
(N-2-18); 

54% 
(N-2-17)

- 34% 
(N-2-17) - - - -

2010 六 54%1 
(N-2-17) - - 44% 

(N-2-18) -

33% 
(N-2-18) 

~
57% 

(N-2-16)

57% 
(N-1-17)

2011 六 -

55% 
(N-2-17) 

~
57%1 

(N-2-17)

24% 
(N-2-17)

18%1 
(N-2-18); 

43% 
(N-2-18)

58% 
(S-2-05)

26% 
(N-2-16); 

33% 
(N-2-15)

-

2012 六 - 54%1 
(N-2-19) - 39% 

(N-2-18) -

51% 
(N-2-15)

~
54% 

(N-2-16)

-

2013 五 - 59%1 
(S-1-05) - - 58% 

(S-2-05)
51% 

(N-2-15) -

2014 五 - 29%1 
(N-2-17) - - 51% 

(S-2-05)
47% 

(N-2-15)
37% 

(N-1-17)

2015 五

37% 
(N-2-22); 

48% 
(N-2-22)

52%1 
(N-2-22) - - - -

52% 
(N-1-09;
 N-2-26)

2016 五 - - 40% 
(N-2-23) - 50% 

(S-2-07)

31% 
(N-2-25) 

~
48% 

(N-2-17)

-

2017 五 27% 
(N-2-22) - - - - 53% 

(N-2-25) -

2018 五

21% 
(N-2-22)

~
59%1 

(S-2-01)

- - - - - -

註： 1.1 表示建構反應題且其通過率為得 2 分和 1 分的百分比之總和；2.2008~2014 年數測以 2003 年

課綱為架構；2015~2018 年數測以 2008 年課綱為架構。
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年級學生能力低落的測量類項，其對學生解題具有難度，而且此種挑戰

持續影響更高年級階段的解題表現。

二、國教數測的分析結果

2010~2016 年國教數測的受測對象包含低、中年級學生，檢測體積

與容積的題數較北市數測少，而且無估測問題。國教數測的測量試題，

可區分為 5 類項：「長度與周長」、「面積測量」、「體積測量」、「角的

實測與比較」及「單位轉換與計算」。此外，2016 年之前的檢測以 2003

年課綱為架構，2008 年課綱則為 2016、2017 年檢測的架構。學生在各

類項問題的解題通過率分別陳述如下。

在「長度與周長」上，學生的平均通過率為 62%，而且在認識長度

與實測的通過率皆達 60% 以上；但是在程序執行與解題思考的題項通

過率則未達 60%，例如，2016 年的二年級學生報讀始點非「0」的刻度

尺之物件長度（N-1-08, N-1-09）；三、四年級學生解決正／長方形周長

與邊長的運算及判斷算式紀錄（N-2-17, S-2-01），皆表現低落。整體而

言，學生在此類項上解題低落的題型，僅呈現於解題思考類（2 題）與

程序執行類型（3 題）。此顯示：低與中年級學生認識長度與周長，但

將所識知的概念應用於長度與周長測量之解題，能力尚有不足。

在「面積測量」上，學生的平均通過率為 57%，解題表現較低落的

問題及其能力指標包含：周長概念及其與面積的關係（2003 年課綱之

N-2-17, N-2-19, S-2-01, S-2-07）、長方形面積公式及其算式紀錄意義

（N-2-21, S-2-02，例如：2016 年的三年級檢測）、理解圖示表徵、應用

幾何圖形與面積概念測量面積和表面積（N-3-25，例如：2016 年的五

年級檢測）、判斷面積測量的算式紀錄（N-2-22, N-3-22, S-3-06，例如：

2017 年的檢測），以及應用最大公因數概念推理解決面積相關問題。同

時，在面積測量的 3 種類型問題上，學生皆有解題表現低落的現象，以

解題思考類的題數最多（9 題）；在概念類與程序執行類表現低落的題

數相當（2 題）。
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在「體積測量」上，學生的平均通過率為 62%，而且二與四年級生

在比較容量、認識體積及其單位，通過率皆可達 60% 以上；但是五年

級生在體積測量及其與容積的關係（2003 年課綱之 N-2-18）、解讀長方

體的二維展開圖並求算體積（2008 年課綱之 N-3-20, N-3-25, S-3-05, 

S-3-11）等類項，解題表現不理想。此結果顯示：低、中年級學生認識

體積及測量正／長方體體積的公式，但是於高年級運用空間推理、理解

圖示表徵、進而使用程序性知識解題，則能力低落。同時，學生在體積

測量的解題思考、概念及程序執行問題，表現低落的題數皆相同（1題）。

在「角的實測與比較」上，學生的平均通過率為 69%，而且三、四

年級學生善於比較角的大小並使用量角器測量角度，惟在需理解旋轉角

意義以比較不同大小的鐘面上指針所形成的角度（N-2-20, S-2-04，

2016 年的檢測），表現不理想。五年級學生在認識三角形內角和為 180

度的表現上，皆達 60% 以上的通過率。全體學生在角度測量的 3 類問

題，表現低落的現象只呈現在概念問題（1 題）。

在「單位轉換與計算」上，學生的平均通過率為 61%，表現較低落

的問題包含：轉換大長度單位（例如：公里與公分，2003 年課綱之

N-2-15）、大的面積及體積（例如：平／立方公尺與平／立方公分及地

積）單位的轉換（2003 年課綱之 N-2-15, N-2-16）。此外，學生解決長

度問題的能力優於解決面積與體積問題；在程序執行類表現低落的題數

（4 題），多於概念類（3 題）與解題思考類（1 題）的題數。

茲將 2010~2017 年各類項的總題數、學生通過率低於 60% 的題數

與通過率，以及在各類項通過率未達 60% 的題數占其類項總題數的百

分比，彙整如表 4 所示。表 4 顯示：學生解題通過率未達 60% 的百分

比由高而低排列為：「面積測量」（54%），「單位轉換與計算」（40%），

「體積測量」（38%），「長度與周長」（32%），「角的實測與比較」

（25%）。由此可見，面積與體積測量、單位轉換與計算問題，對中、

高年級學生具有高挑戰性；學生在長度與周長及角的測量表現雖優於其

他類項，但仍有 25%~32% 的題數通過率低於 60%。學生解題表現較低

落的問題其所包含的能力指標（2003 年課綱）為：理解周長、面積與



教科書研究 第十四卷  第一期78

表 4　 學生在國教數測通過率低於 60%之類項、題數、通過率與對
應的能力指標

年
度

年
級

長度與周長 面積測量 體積測量 角的實測與比較 單位轉換與計算

總
題
數

< 
60%
之
題
數

通過率
總
題
數

< 
60%
之
題
數

通過率
總
題
數

< 
60%
之
題
數

通過率
總
題
數

< 
60%
之
題
數

通過率
總
題
數

< 
60%
之
題
數

通過率

2010 四 6 1 41% 
(N-2-17) 3 2

54% 
(N-2-17); 

57% 
(N-1-15, 
N-1-16) 

1 0 - 7 3 - 7 2 39% 
(N-2-15)

2012 四 3 1 54% 
(N-2-17) 1 0 - 0 0 - 0 0 - 3 1

43% 
(N-2-15, 
N-2-16)

2013 五 0 0 - 4 3

11% 
(N-2-04, 
N-2-17)

~
51% 

(N-2-19)

2 1 54% 
(N-2-18) 0 0 - 2 2

39% 
(N-2-15, 
N-2-16); 

48% 
(N-2-15, 
N-2-16)

2014 五 0 0 - 6 2

54% 
(N-2-17); 

55% 
(N-2-19)

0 0 - 1 0 - 2 1
57% 

(N-2-15, 
N-2-16)

2015 五 0 0 - 2 2

41% 
(N-2-19); 

43% 
(N-2-19)

1 0 - 1 0 - 2 0 -

2016

二 4 1
59% 

(N-1-08, 
N-1-09)

0 0 - 1 0 - 0 0 - 0 0 -

三 3 1 34% 
(N-2-17) 3 1 49% 

(N-2-21) 0 0 - 2 1 53% 
(N-2-20) 0 0 -

五 0 0 - 2 1 28% 
(N-3-25) 1 1 59% 

(N-3-21) 2 0 - 2 1 52% 
(N-3-19)

2017

三 2 1 47% 
(N-2-17) 1 0 - 0 0 - 2 0 - 1 0 -

五 1 1 23% 
(N-3-19) 2 2

34% 
(N-3-22); 

49% 
(N-2-22)

2 1 31% 
(N-3-20) 1 0 - 1 1 53% 

(N-3-19)

小計 19 6 24 13 8 3 16 4 20 8

< 60% 之題數占
總題數之百分比

32% 54% 38% 25% 40%

註： 1.數與量的能力指標與幾何主題指標相同時，僅呈現數與量指標；2.「< 60%」表示通過率低於

60%。
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體積公式（N-2-17, N-2-19）及大的長度、面積及體積單位轉換（N-2-15, 

N-2-16）等問題。

統整上述結果，雖然兩項數測試題未盡相同，高年級學生解題能力

低落的類項呈相似性。學生在理解面積、體積與容積測量及其關係，以

及單位轉換與計算等能力顯得較低落，對於隱含 2003 年課綱之能力指

標 N-2-15~N-2-19 之問題解決，表現不理想，尤其在隱含指標「N-2-17

（S-2-07）能理解長方形面積、周長與長方體體積公式」（類似 2008 年

課綱之 N-2-22（S-2-08）與 N-3-20（S-3-05））之問題，通過率低於

60% 的次數最高。

三、教科書單元教學問題類型分析結果

分析 3 個版本教科書面積及體／容積單元教學問題類型、題數、百

分比及圖示表徵數量，呈如表 5 所示。從表 5 可見，3 個版本所提供的

程序性問題百分比最高，約為 42%~48%；次而概念問題，其百分比約

為 29%~38%；應用問題百分比最低，約為 19%~25%。進一步分析各

版本提供的概念、程序性及應用問題之比例，南一版約為 1：2：1；康

表 5　 各版本教科書面積與體積單元各類教學問題題數、百分比及圖
示表徵的數量

版
本

概念 程序性 應用 單元題數 圖示表徵

面
積

體
／
容
積

小
計

面
積

體
／
容
積

小
計

面
積

體
／
容
積

小
計

面
積

體
／
容
積

小
計

面
積

體
／
容
積

小
計

南
一

23 
(21%) 

41 
(38%) 

64 
(29%)

50 
(45%) 

50 
(46%)

100 
(46%)

37 
(34%) 

17 
(16%)

54 
(25%)

110 108 218 58 82 140

康
軒

29 
(28%) 

60 
(46%) 

89 
(38%)

46 
(43%)

53 
(41%) 

99 
(42%)

31 
(29%) 

17 
(13%) 

48 
(20%)

106 130 236 66 90 156

翰
林

20 
(23%)

43 
(43%) 

63 
(33%)

44 
(50%) 

47 
(46%) 

91 
(48%)

24 
(27%) 

11 
(11%) 

35 
(19%)

88 101 189 48 76 124
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軒版約為 2：2：1；翰林版約接近 2：3：1。由此可見，教科書的面積、

體／容積教材偏重程序執行的知識。

細究 3 個版本單元內容，概念問題多數為介紹周長、面／體積的測

量公式、單位轉換與比較測量結果。解決概念問題固然需認識測量語

詞、單位及其代表的量，回憶事實性知識，但少有要求說明、比較不同

測量的屬性，以及如何因應問題情境需求以選用適當的測量方法之問

題。在程序性問題方面，3 個版本的問題偏重提供圖形（或邊長），使

用數字與測量公式執行計算；鮮少討論測量程序所潛存的概念及步驟的

先後關係等。

在應用類型方面，3 個版本提供的題型多為應用測量公式解題的文

字題與複合圖形的面／體積問題。解決上述問題雖然需要應用幾何形／

體概念、重組圖形與公式等較高認知層次思考，但是問題偏向虛擬式情

境設計，少有連結真實情境以探索與應用思考，例如，如何應用不同的

測量知識規劃教室空間的布置、校園角落的場地布置、判斷收納箱的空

間大小等問題。應用測量知識於生活情境中的空間探索與解題思考類型

的問題，3 個版本提供的數量寡少。此外，各版本鮮少提供測量估測及

如何使用參照單位估測周長、面積與體／容積的問題，例如，檢視本研

究所分析的單元，有的版本無提供或僅提供 1~2 題估測面積的問題，

但皆無估測體／容積的問題。

在圖示表徵方面，各版本皆針對教學問題提供相應的幾何圖形或實

物相片。依據表 5 分析各版本提供的圖示表徵總數占其教學問題總數之

百分比，南一版、康軒版與翰林版的百分比分別為 64%、66% 與

66%。

伍、討論與建議

本研究使用北教局及國教院的數測報告，分析接受九貫課程的學生

在解決空間測量問題上的能力，以及依九貫課綱發展的教科書之面積與

體／容積單元的教學問題類型。依據兩大型數測報告分析結果，學生在
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空間測量主題的能力表現未盡理想。一、北市數測的分析結果顯示：

（一）六年級生在 2007~2009 年檢測的體積測量能力，呈多年低落，

而且在「體積的意義與測量及容積計算」、「體積與容量的關係」及「單

位轉換與計算」類項低落的現象，持續見之於 2010~2012 年的檢測。

（二）五年級生在 2013~2018 年檢測的「周長與邊長及其與面、體積

的關係」、「面積測量」、「旋轉角的意義、角度測量與比較」、「單位轉

換與計算」等類項，呈多年通過率未達 60%。（三）五、六年級生在

2010 年、2014 年、2015 年檢測的「測量估測」類項，通過率皆未達

60%。二、分析國教數測的結果，發現：（一）學生在「面積測量」的

平均通過率（57%）最低；其他測量類項平均通過率為 61%~69%。（二）

學生在「角的實測與比較」之平均通過率最高，但在旋轉角問題的通過

率則低於 60%。統整數測的分析結果，顯示：學生在面積與體／容積測

量表現低落，通過率低於 60% 的問題次數以包含能力指標（2003 年課

綱）「N-2-17（S-2-07）能理解長方形面積、周長與長方體體積公式」（類

似 2008 年課綱之 N-2-22 與 N-3-20）最高。

分析教科書面積與體／容積單元的教學問題類型結果，發現：3 個

版本皆重視提供圖示表徵輔助學生學習，約有 64% 以上的教學問題提

供圖形或相片。各版本提供程序性問題百分比最高（40% 以上），次而

概念問題（30% 以上），應用問題的百分比則偏低（約 19%~25%）。

綜合研究結果，針對學生的空間測量能力與教科書面積與體／容積

教材編製，提出相關討論與建議，以提供發展十二年國教課綱的空間測

量課程參考。

一、學生的空間測量能力

比較學生解決測量的 3 種類型問題之能力，北市六年級生善於執行

程序性知識解題，但是當問題情境需統合多重測量概念、理解圖示表徵

以推理應用解題時，則能力相對低落（北教局，2007，2008，2009，

2010，2012），例如，推理圖形的周長、邊長及其與面／體積的關係；

北市五年級生的應用解題能力也較解決概念、程序性問題低落（北教
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局，2018，2019）。同時，國教數測分析結果發現：低、中年級學生對

於測量長度與周長具有能力，但是面對需統整正／長方形（或正／長方

體）周長、面積與體積概念以推理解題時，高年級生則表現不理想。

上述結果顯示：學生具有測量知識，在知識認知類型問題的解題能

力優於應用與推理問題之解題表現，此呼應林陳涌等人（2017）、張俊

彥等人（2018）及張俊彥等人（2012）分析四年級生在 TIMSS 2007，

2011，2015 的施測結果。雖然各國學生在 TIMSS 的推理領域表現普遍

較弱，但值得注意的是，相較於亞洲表現優良的國家（例如：韓國、日

本、香港與新加坡），我國學生推理思考表現顯得落後且進步的程度有

限（張俊彥等人，2018）。

有關學生在測量的應用與推理能力較低落現象，以下針對解題思考

的複雜性及教材層面（容後討論）提出說明。在解題思考的複雜性方

面，欲成功地解決應用問題，學生需充分理解各類測量屬性、單位概念

（例如：十進位概念及單位的化與聚關係）、程序性知識（測量操作與

運算技能），運用空間思考與數量關係推理，其解題難度較直接使用事

實性知識與單一步驟解題高（Venenciano & Dougherty, 2014）。同時，

本研究發現：當問題的認知層次相同，學生的能力可能因解題所需的思

考與程序複雜度不同，而表現呈差異。例如，單位轉換與計算類項多屬

執行程序性知識的問題，在此類項上，學生解決長度問題的表現，優於

解決面積、體積與容量問題；然而，在解決長度的二階單位關係與運算

的通過率仍低於 60%。上述結果，亦可輔以說明解題複雜度對解題表現

的影響。

有關解題平均通過率較高的類項（例如：角度測量）與較少被檢測

的類項（例如：估測），學生的解題能力是否有需再強化之處？從國內

數測的分析結果發現：學生善於比較圖形角大小與使用量角器測量角

度，但是對於理解旋轉角意義與解題則不理想，此現象呼應黃幸美與塗

舒敏（2019）及 Huang 等人（2018）的研究結果。呈如 Mitchelmore 與

White（2000）指出角的概念抽象，於建構旋轉角概念時，需利用圖形

角概念理解角的邊因張開或旋轉某程度，而形成動態角。在測量估測方
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面，雖然國教數測無包含此類試題，但從北市數測結果顯示高年級生的

測量估測能力不足，此結果也呼應黃幸美（2016）調查接受九貫課程的

五、六年級學生（N = 948）估測長度、面積與體積能力的結果─高

年級生的長度估測能力優於其他兩類，但是五、六年級生整體測量估測

的通過率，分別約為 43%（五年級）與 50%（六年級）。使用所認知的

單位對待測物進行心理截割與量的估計，估測歷程包含高階的測量思考

與量的推理，此能力發展乃植基於測量知識與經驗（Joram et al., 2005; 

Joram et al., 1998），因此，如何估得合理為學生的一種挑戰。此外，後

文將從教材所提供學習機會的層面，提出學生能力低落的理由說明。

二、教材編製與學習機會

Battista（2007）、Battista 與 Clements（1996）及相關研究（Huang 

& Witz, 2011; Huang & Wu, 2019），指出學生學習面／體積測量時，提

供空間幾何脈絡有助測量概念理解。本研究發現教科書的面積、體／容

積單元提供充分的平面與立體圖示，但是教材在整合相關的幾何概念

（例如：平面圖形與立方體的幾何性質與結構關係）不足，而且偏重程

序執行問題。有的版本提供程序性問題數量約為概念問題數量的 1.5~2

倍，且兩類題數約為應用題數的兩倍或以上，此現象類似 Ruwisch 與

Huang（2018）在長度測量教材的分析結果。

本研究發現教科書所提供概念、程序性類型的問題，多為使用測量

事實性知識與單步驟計算解題；少有開放性討論問題、比較不同測量方

法與判斷其合理性，以及理由說明等需較高階認知思考的問題，此亦呼

應徐偉民（2013）及 Yang 等人（2017）的研究結果。解決應用推理問題，

需要認識測量性質並理解測量程序所潛存的概念結構；當教材缺乏統合

應用概念、程序性知識以探索解題的學習機會，將導致學生難以充分掌

握測量知識，負面影響其應用解題思考。

Hadar（2017）指出教科書提供的問題類型與數量多寡，為影響學

生解決不同認知層次問題表現的因素。若面／體積測量教材偏重知識記

憶與低認知層次的操作與計算，淡化測量與空間概念連結、測量公式意
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義探索，將導致學生理解公式及解決高認知層次問題（應用推理）的能

力不足（Huang, 2017; Huang & Witz, 2011; Sisman & Aksu, 2016）。然

而，本研究報告僅就學生的空間測量解題能力及教科書的面／體積教材

分析實況，欲了解測量教材的編製對學生學習成就的影響，猶需未來深

入探討。

在角度測量方面，依九貫課綱發展的教科書完整地介紹量角器與角

度測量步驟，但針對旋轉角意義的介紹，則多使用象徵雙邊角（圖形

角）特徵的情境（例如：扇子由合著到打開的歷程或鐘面指針的旋轉）；

當學生未能掌握旋轉角意義時，傾向使用圖形角的概念辨識旋轉角（黃

幸美、塗舒敏，2019；Huang et a l . , 2018）。日常生活中多有單指針旋

轉的情境（例如：單指針的磅秤），可利用以激發學生思考如何運用心

理意象、自行建構單邊角隱而未見的另一邊，藉比較指針旋轉前、後的

角度差異（White & Mitchelmore, 2010），或藉肢體動作經驗角的旋轉

與張開程度，強化學生理解旋轉角的意義。當角單元缺乏上述的角情

境，學生可成功地辨識雙邊角特徵明顯的情境中的角（例如：交會的路

徑），但應用心理意象以辨識旋轉角的能力則呈顯不足。

在測量估測方面，教科書單元強調測量的實測技能與計算（徐偉

民、林美如，2009；徐偉民、董修齊，2012）；但是鮮少提供面積與體

積測量的估測活動（謝佳純，2016）。當測量估測的學習機會匱乏，也

可能導致學生的空間量感薄弱，負面影響其估測能力（黃幸美，

2016）。此外，Ruwisch 與 Huang（2018）發現教科書的長度估測活動，

多提供使用身體部位或物件直接比對待測物的動作（或圖例引導間接測

量），缺乏強調估測者建構參照單位長度，使用心理單位估測待測物。

上述的間接測量方式，其估測的歷程雖無使用工具實測，但因少有使用

心理單位測量的運作，對於建立空間量感，助益有限。教科書的估測教

材匱乏，可能受九貫課綱以量的簡單估測粗略地概括陳述能力指標，影

響課程編製者的關注程度，抑或教材設計者缺乏估測問題設計的經驗，

值得進一步探討。



黃幸美 學生的空間測量能力及教科書的面積與體積教材之探討 85

陸、結論、建議與研究限制

經分析國內數測報告，發現接受九貫課程的國小學生在面積、體積

測量及測量估測能力宜再強化，而且在應用推理性質的問題，解題能力

遜於使用概念及程序執行的能力。依九貫課綱發展的教科書面積與體／

容積單元，約 64% 以上的教學問題提供圖示表徵，惟教材偏重測量事

實知識及程序執行的問題，應用推理的問題較少。雖然教學實務為影響

課程施行成效的重要因素（Tarr et a l . , 2008），但是學生的測量與估量

能力低落及教材偏重程序性知識問題的現象，值得課程與教學研究及實

務工作者關注。依據研究結果，提出以下建議以供課程與教學研究及實

務工作者參考。

一、幾何形體的概念與空間推理為解決空間測量問題的重要橋梁，

此心理運作有助統整視覺感官與操作經驗所建構的空間知覺（Batt ista , 

2007; Hawes et al., 2017），裨益理解幾何及其數量化的抽象概念（例如：

旋轉角意義、測量公式等），以及量感的建立。新課程的空間測量教材

宜統合幾何概念與測量知識，並用實物操作與幾何輔助軟體（例如：

Cabri 幾何軟體）（Huang & Wu, 2019），藉教學問題導引學生注意測量

單位（十進位概念理解與運算）、比較與待測的量與整體的關係

（Venenciano & Dougherty, 2014），有系統地導引深化探索不同測量之

間的關聯性，包含：量的比較與測量單位大小的關係、不同測量之間的

關係（例如：周長與面／體積的關係；面積與體／容積的關係）。教材

提供探索情境問題，讓學生應用測量技能、單位轉換與化聚計算，建立

量感以輔助判斷，藉此種應用解題的經驗，導向察覺數學規律與賞識應

用價值。上述各類測量的探索教材具有培養較高階的認知思考能力與情

意涵養意義，課程設計者宜兼顧課程設計的原理原則，多利用學生生活

真實情境為脈絡，設計開放式探索問題，以縮減概念、程序性知識及應

用問題的數量差異。

二、將測量估測融入實測活動，藉單位化的概念建構及量的比較活

動，建立各類測量的量感，裨益估量的心理運作能力之發展（Joram et 

al., 2005）。
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三、學生能理解解題紀錄並判斷數學思考的正確性，為結合概念與

程序性知識及數學判斷的綜合思考能力（Huang, 2017; Huang & Witz, 

2011）。為強化學生測量知識的概念理解與推理應用，國教院與北市學

力檢測資料庫提供學生解題想法分析，誠為課程設計者提供學生數學想

法的參考資源。

在研究限制方面，本研究報告接受九貫課程學生的空間測量能力及

教科書單元分析，惟受研究樣本的地區限制（例如：臺北市學生）、評

量結果資料未齊全（例如：國教數測缺 2011 年評量結果資料），以及學

生的數學成就尚受教學及學習情境等因素影響（Tarr et a l . , 2008），研

究結果無法直接推論學生成就與教科書內容的關聯性。在教科書分析方

面，本研究未包羅所有的空間測量單元（例如：表面積及大單位的面積

與體積單位）。未來探討學生數學成就與教材內容的關係，宜再使用學

生在國內數測的分數資料與教科書所有的空間測量單元，進行量化分

析，將有利建構兩個變項之間的關聯性。
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附錄 1　本研究分析之各版本教科書的面積與體／容積單元相關資料
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